Algebra Préctica 2 Curso 2000/01

TRANSFORMACIONES ORTOGONALESDE R"
QUE TRANSFORMAN UN SUBESPACIO EN OTRO.

BUSCAMOSf MEDIANTE ARGUMENTOS GEOMETRICOS.

Se quiere encontrar una T.O. f que transforme un subespacio en otro subespacio y para €lo
buscamos la descripcion geométrica de la transformacion f.

R2
Se quiere encontrar una T.O. f que transforme larecta r, = L(v,) enlarecta r, = L(vy).

Para ello buscamos una descripcion geomeétrica de la transformacion f:
- S queremos unarotacion hemos de determinar € angulo a y € sentido ddl giro
- Si queremos una simetria hemos de determinar e €e E de la Simetria.

f esunarotacion deanguloa f esunasimetriadegeE
F(r)=r YaY=ang(Vi,Va) E=L(u) eslabisectrizentrer, y rs,
v signo(a)=signo(det[v1,v]) Tdl que u=vyi+ v, con||v, | =] v, |

Laexpresion matricia se construye, por € método habitual, a partir de dichos datos.
R3

Se quiere encontrar una T.O. f que transforme un subespacio dado en otro. Como subespacios
consideramos:

v lasrectas r;=L(vy)y ra =L(vy).

v losplanosS y S, cuyos vectores normales son ny y Nn..

Para ello buscamos una descripcién geométrica de la transformacion f:
- Si queremos una rotacion hemos de determinar € angulo a , € ge de rotacion E y
dar una orientacion al mismo.

- S gueremos una simetria hemos de determinar P (plano de la smetria).

f(r)=r, fE)=9S
f esunarotacion E=L(u), con u=v,Uv, E=S CS,, (sedigeul E que
deénguloa YaYse ang(VyVs) podria ser u=n,Uny)
geEor [er1tado signo(a)=signo(det[u,v1,V]) YaY=ang(ny,ny)
Segun u signo(a)=sgno(det[u, ny,n;])
f es una|P (planobisectrizentreryy ry) P (plano bisectrizde S y S)
simetria su vector normal seratal que su vector normal seratal que
repectodeun | np=visvoon v, [=]v,| | o=t moon |y =|n,|
planoP

Laexpreson matricia se construye, por € método habitual, a partir de dichos datos.
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BUSCAMOSf MEDIANTE ARGUMENTOSANALITICOS.

Nos basamos en que una T.0O. transforma una base ortonormal B, en otra base
ortonormal B..

R2

Se quiere encontrar una T.O. f que transforme larecta r, enlarecta r, .

Por ello, elegimos bases ortonormales de R?, B,=[uy, U,] y B,=[v1, v,], tales que:

f esunarotacion (T.0. directa)

f esunasimetria (T.O. inverssa)

f(r)=r

U]_T ny VlT Iy
B: y B,con igual orientacion

U]_T ny VlT P
B y B,con distinta orientacién

Paraquef quetransformelarecta ry enlarecta r, : imponemos quef (uy) =v; .
Paraquef sea T.O. : imponemos que transforme B, en B,, esdecir f (uy) = v, .

De esas condiciones se obtiene la expresién matricial de f respecto de B,y B M X =Yg ,

donde las columnas de M son las coordenadas de v, y Vv, respecto de B...
Luego se hace & cambio de base de la expresion matricial def aB.. A partir de ella se pueden
obtener, por los métodos habituales, € dngulo de larotacion o € ge de Smetria.

R3

Se quiere encontrar una T.O. f que transforme larecta r, enlarecta r, o bien e plano S, en el
plano S, (sus vectores normales son n; y n, respectivamente).

Por ello, elegiremos bases ortonormales de R®, B,=[us, Uy, Us] Y B,=[V1, V», V3], adecuadas para
cadasituacion:

_ fr)=r, fS)=$S
Rotacion
deéanguloa ud ryvl U= Ny y Vo= Ny

geE orientado B, y B,conigua orientacion B, y B,con igua orientacion
segin u
Simetria ud nyvil U= Ny Vo= Ny

respecto de un U,=V,=U; V4 Uy=V,=U, Uvy
plano P B, y B,con distinta orientacion B, y B,con distinta orientacion

De forma andoga a lo visto en R? , se obtiene la expresion matricial de f respecto de B, y B,
imponiendo que

f(ul)zvl, f (UZ)=V2 ,f (U3) =Vs3.

La matriz respecto de B. se cacula utilizando € cambio de base. A partir de ella se pueden
obtener, por los métodos habituales, € angulo, € ge de rotacion o € plano de smetria.
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USO DE DERIVE (1)

En los siguientes gjemplos se muestra cdmo puede utilizarse DERIVE para resolver agunos
problemas relacionados con aplicaciones lineales y transformaci ones ortogonales.

Ejemplo 1:

Nos piden hallar una rotacion de R® que transforme e plano S, © - 5x+4y +3z = 0} s, €N €l
plano S, © x+y =0}, .
Buscamos la descripcion de f mediante un razonamiento geométrico:
- 5X +4y +3z = O}
Xrayraz =ty . Una forma de hallar un generador
Xx+y=0 %B

de E escalcular & producto vectoria de los vectores normales de cada plano: u=n,Un,:

v' El gederotacionEes S CS, °

#1: nl == [-5, 4, 3]

#2: n2 = [1, 1. @]

#3: u = CROSS{nli. n2}

#4: [3. 3. 7]

Luego E=L((-3,3,-9)).

v El éngulo viene dado por ¥YaY= ang(n.,n,) y su signo por la orientacion de [u, ng, ny].
Estudiamos €l signo:

#5: DET{[u. nl1, n2]) = 929

Como es positivo, definimos a como:
nl = nZ
#6: o = ACOS|————
Ini]-In2]

3-411
#7: n— 2-ATAN|———

11

De esta forma nos daigual que & éangulo sea de los “conocidos’, pues utilizaremos la letra
a cuando lo necesitemos.

(S a hubiera sido negativo lo hubiéramos definido a:= - acosaeang.)
gabs(nl) abs(n2)

@
Por tanto, ya tenemos una descripcion geométrica de la rotacion buscada: es la rotaciéon de
angulo a y ge E=L((-3,3,-9)) orientado segin u=(-3,3,-9).
Ahora hemos de hallar su expresiéon matricial. Damos |os siguientes pasos.

v Construimos una base ortonormal de R® , de orientacion positiva, a partir del vector del gje
E, u=(-3,3,-9):

i) Elegimos “a 0jo” un vector v que sea ortogonal a u, por gemplo:
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#8: v := [1, 1, 8]

ii) Para obtener un tercer vector w, ortogond a ambos, lo definimos como € producto
vectorial de ellos (asi aseguramos que la orientacidn es positiva):

#9: w = CROSS{u. v)

#0: [?. -9. -6]

La base ortonormal buscada seré:
L1} L1 L1}

i i
lul vl lw]

#11:= B ==

v' Lamatriz de larotacién f respecto de labase B es:

1 a a
#i12: B COS{x) — SIN(x)
B SIH{ox) COS ()

1 a a
1 3-411
E e o T
#13: 18 18
3-411 1
18 18

(S no tenemos DERIVE, como conocemos cos(@a) y € signo de a, se puede cacular sen(a)
“amano” utilizando que cos? (a) +sen?(a) =1.)

v" Hacemos & cambio a B..

S tenemos M ; X, =Y 5, hemos de sustituir Xg e Yg por su expresion de cambio de base
conB.:vg =P Vg s siendo P la matriz cuyas columnas son las coordenadas en B, de los
vectores delabase B. Nosquedar Mg P™* X5 =P Yg_,ydeahi P Mg P* X5 =Yg, .
Hacemos las cuentas con DERIVE:

#ti4: P =B
(Obsérvese que se ha afadido al final e simbolo de la traspuesta para que las coordenadas
de los vectores aparezcan como columnas.)

Para halar la expresion matricial respecto de B, calculamos:

1 a a 1
#15%: m =P - B COS{x} — SIM{u} i
B SIN{x} COS o)
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4 3
B LA A,
L L
#i6: -1 @ 8
3 4
B LI S— A,
L L
Verificamos que es T.O. directa (y por tanto rotacion):
a
#i7?: m* - m= B 1
8 8
#ig: DET{m) = 1

Verificamos que transforma S en S (pues transforma € vector normal de § en un vector
norma de S):

#19: m = nl = [5. 5, 8]

Por tanto, f (S;) © 5x+5y=0° S,.
También podemos hallar sus vectoresfijos:

#28: SOLUTIONS{m - [x. v. =] = [x. v. =], [%. y. =1} = [[F1, -F1, 3-01]]

y comprobamos que son larecta L((1,-1,3)), que coincide con € ge E=L((-3,3,-9)).

Ejemplo 2:

Nos piden halar una smetria g de R? que transforme la recta r;=L((1,1)) en la recta
r=L((1.0)).

Buscamos la descripcién de la smetria mediante un razonamiento geométrico, hdlando la
bisectriz entre ambas rectas.

Para ello hemos de elegir un vector de cada recta de forma que ambos tengan la misma norma,
por g emplo que sean unitarios.

[1. 1]
#24: vl 1= —M8M8M8
[, 111
J2 J2
H22: & e &
2 2
#23: w2 == [1. 8]

Labisectriz estaen ladireccion deu= v, + v,
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H24: w = vl + y2
2 2

+1, ——
2 2
Podemos comprobar que en efecto es asi, representando gréficamente las rectas (las escribimos

en paramétricas, y €egimos como rango para los parametros min:-10, max:10):

H25:

#26: r1 == [a, a]
#27: r2 = [a, B8]

o[22

i3

{-2

Para hallar la expresion matricial deunasimetriadegekE:

v' Elegimos unabase B=[u,v], td queul Ey vi E . Paradeterminar v basta cambiar de orden
las coordenadas de u 'y cambiar € signo aunade elas.

J2 J2

#29: v = |- —. + 1
2 2

#3iB: B := [u. v]

v' Laexpresion matricial de la simetria respecto de labase B tiene como matriz a

o [3 2]

v Para hacer e cambio a B, consideramos la matriz de cambio entre B 'y B,, que es la
formada por |os vectores de B en columnas:
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N2 N2
+ 1 - —
2 2
#33:
N2 N2
+1
2 2

Y obtenemos la expresion matricial de la simetria respecto de B, calculando:

1 a -1
#34: m =P - - P
a -1

J2 J2

#3i5:

2 2
J2 J2
2 2

Podemos verificar quees T.O. inversa(y por tanto una simetria):

i 8
#36: m-m =
1

#37: DET{m) = -1
Y hdlando su vectores fijos comprobamos que € €e de smetria es la recta

a2 | 200
E=L(u)=L +1,—=
22 5

H3g: SOLUTIONS{m - [x. w] = [x. wl. [x. v]1) = [[P4, @4-{J2 — 13}]]
1 2 -1
#3o: RANK J2 N2 o
+ 1 _
2 2

(También se puede comprobar gréficamente viendo que a representar € resultado obtenido en
#38 obtenemos lamismarectaE.)

Por el método analitico (ver pagina 2):

i) Elegiremos bases ortonormales de R?, B,=[uy, U] ¥ B,=[v1, V,], tales que:

v oud ryvil ro (s f(u) = vy, nosaseguramos que f (1) = ).

v' B: Yy B,con distinta orientacién (s f transforma B, en B, y tienen distinta orientacién nos
aseguramos que f seauna T.O. inversa, y por tanto una simetria).
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[1. 11 J2 J2
Hi: ul == = i
. 111 2 2
2 2
#2: w2 = |- —, ——
2 2
#3: Bi == [ud. u2]
#4: DET{[ui. u2]y =1
#5: vi == [1. @]
#6: v2 = [@. —1]
#7: B2 == [uvi,. w2]
#e: DET{ [vli, v2]} = -1

i) Hallamos la expresion matricial de f respecto de By B.: M; Xg, = Yp_, donde las

columnas de M; son las imagenes de los e ementos de la base B, en coordenadas respecto de B...
Como queremos que f (ry)=r,, tenemos que f (u;) = v; , y para que B se transforme en B,
hacemos que f (uy) =V, . Por tanto, las columnas de M, son losvectores v,y Vs :

#9: ml == [wi, v2]°

o]

iif) Hacemos €l cambio de base aB.. Paraello sustituimos X, por su expresion de cambio de

basecon B, : XBl =p? XBC , donde P es la matriz cuyas columnas son |os vectores de B;.
11 P == [ul, u2]"
Tenemos que |la expresion matricial de f respecto de B, viene dadapor M, P! Xge =Yg, -

-1
HM2: m:=ml - P

J2 J2

#Hi13:

2 2
J2 J2
2 2

Que es la misma que hemos obtenido por & método geomeétrico.

Ejemplo 3:

Nos piden halar una smetria de R® que transforme la recta r;=L((-5/4,3)) en la recta
r=L((1,1,0)).

Buscamos su descripcion mediante un razonamiento geomeétrico:

Para ello hemos de elegir un vector de cada recta de forma que ambos tengan la misma norma,
por g emplo que sean unitarios.
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[5- 4. 3]
#ob: wl ==

I[-5. 4. 311

[1. 1. 8]
6?7z w2 ==

I[1. 1. 8]|

La suma de dichos vectores nos daré un vector que es norma a “plano bisectriz” entre ambas
rectas:

B6B: n = w1l + u2
?-J2 3-J2
H69: a. p
i@ i@
Su ecuacion implicita respecto de B, vendra dada por:
#8: n - [x. v, 2] = A
?-J2-y 3-J2-=
#71: + -8
18 18

Se puede simplificar “a 0jo” (dividiendo por 1£02), 0 bhien utilizar laopcion Resolver:

-J2-y 3-N2-=
#?2: SOLUE + =8|, [x v, z2]1] = [3-v + =2 = 8]
18

18
S representamos gréficamente @ plano P © 3y+z=0 (y giramos la representacion grafica)
observamos que, en efecto esta en la bisectriz de ambas rectas (y por tanto son smétricas
respecto deP):

Ahora hemos de hallar laexpresion matricial dela simetria respecto del plano P © 3y+z=0:
i) Elegimos B=[u,vw] tal queu,vi Pywl P":
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#73: u := [1, B, @]
#74: v := [B, 1, -3]
#75: = CROSS(u, v}
H76: = [u, v, w]

(También podiamos haber elegido w =n (vector normal del plano de simetria).)
ii) Laexpresion matricial de la simetria respecto de B es:
i 8 @
#77: a8 1 @
a 8 -1

iii) Hacemos el cambio aB.:

#78: P =R

i
-1
¥e: m:==P - A 1 P
A 8 -1
[ 1 A A
4 3
E____
Hea: m = Y Y
3 4
E__ PR
Y Y

Se puede comprobar que corresponde auna T.O. inversa (M' M=, det(M)=-1) y como la matriz
m es simétrica (y no es—1 ), corresponde a una simetria.

Paraverificar que el plano desimetria esel planoP , halamos sus vectores fijos.

#83: SOLUTIONS(m - [x. vy, =z] = [x. v. =1, [x. y. =13 = [[B1, 82, — 3-82]]
8 x
##84: DET a 1 vy =8
-3 =
#85: -y + =z =08

Luego lamatriz hallada corresponde a la simetriarespecto del plano P © 3y+z=0.

Podemos verificar quef (r))=r,:

#86 : m - [-5. 4. 3] = [5. -5, 8]

Luegof (r) =L (F ([-54:3]) ) =L ([-5/5,0] ) =1,.

10



